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алгоритм решения на демо-задаче. 
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Abstract: In this article, we will consider a simpler and more common case when 
the integrand of two variables and the double integral is numerically equal to the area 
of the region of integration. Let's analyze the algorithm for solving the demo problem. 
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Пример 1 
Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченную линиями 
, с помощью двойного интеграла, используя полярную 
систему координат 
Решение: Выполняем чертёж области  в прямоугольной системе 
координат. Линейное неравенство  определяет правую полуплоскость, 
включая ось , а уравнение , очевидно, задаёт какую-то 
линию 2-го порядка. Чтобы выяснить, какую именно - выделим полный квадрат: 
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 - окружность единичного радиуса с центром в точке . 
Таким образом, требуется вычислить площадь половинки круга: 
 
Не упустим возможность сразу узнать ответ. По школьной формуле у нас 
должно получиться:  
Площадь фигуры стандартно рассчитывается по формуле , однако 
по условию нужно воспользоваться полярными координатами. На всякий случай 
закомментирую расположение полярной системы координат: полюс совпадает с 
началом прямоугольной системы, а полярная ось - с положительным 
направлением оси .  
При переходе к полярной системе координат произведение 
дифференциалов всегда превращается в следующую вещь: 
 
То есть, от интегрирования по декартовым «иксу» и «игреку» мы перешли 
к интегрированию по полярному радиусу «эр» и полярному углу «фи». 
Практическая же сторона вопроса состоит в том, что этот множитель «эр» терять 
нельзя. 
Таким образом:  
Но это ещё не всё - ведь границы области  тоже заданы в декартовой 
системе. Используем формулы перехода к полярным координатам 
. Ось ординат не трогаем, а вот окружность потревожим: 
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 - получено типовое уравнение. 
Теперь двойной интеграл  необходимо свести к повторным 
интегралам. Для этого нужно выяснить порядок обхода области. Представьте, 
что из точки полюса исходит луч света и вращается против часовой стрелки. 
Когда луч радара поворачивается от полярной оси  до угла  
(зелёная стрелка), то он входит в область  непосредственно из полюса (начиная 
со значения ) и выходит из неё через окружность  (красная стрелка). 
Таким образом, на промежутке  полярный радиус изменяется в пределах 
 и область интегрирования полностью «просканирована». 
В результате:  
Множитель , разумеется, уходит во внутренний интеграл, где 
осуществляется интегрирование по «эр». 
Начинающим вновь рекомендую оформить концовку в два пункта: 
1) , чтобы продемонстрировать 
на следующем шаге примечательный факт, дальше упрощать пока не буду. 
2) Подставляем трофей во внешний интеграл: 
 
Заметьте, что здесь прорисовалась знакомая формула площади 
криволинейного сектора . 
Используем формулу понижения степени: 
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Что и требовалось получить. 
Ответ:  
В простых случаях, как этот, вычисления можно оформить и одной строкой: 
 
«Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченную линиями 
, с помощью двойного интеграла» 
Дело в том, что площадь данной фигуры рассчитывается и с помощью 
двойного интеграла  в прямоугольной системе координат.  
Давайте ещё укоротим условие: 
«Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченную линиями 
» 
Здесь появилась новая степень свободы, и площадь фигуры помимо прочих 
способов можно рассчитать с помощью однократного интеграла (решение будет 
почти совпадать с решением через двойной интеграл).  
Пример 2 
С помощью двойного интеграла вычислить площадь фигуры, ограниченной 
линиями  
Решение: Изобразим данную фигуру на чертеже. С прямыми  всё 
понятно, осталось прояснить вид линий 2-го порядка. Выделяем полные 
квадраты: 
 
 - окружность единичного радиуса с центром в точке . 
 
 - окружность с центром в точке  радиуса 2. 




В условии задачи ничего не сказано о полярной системе координат, и 
поэтому площадь фигуры можно рассчитать «обычным» двойным интегралом.  
Какова предпосылка для перехода к полярным координатам? 
Очевидно, что основной предпосылкой является наличие окружности (ей). 
То есть, область интегрирования может быть ограничена окружностью (ями), но 
переход к полярным координатам только усложнит решение, а то и вообще 
заведёт его в тупик. И такие примеры встречаются реально. 
Итак, площадь фигуры вычислим с помощью двойного интеграла, 
используя полярную систему координат: 
 
По формулам перехода  найдём полярные уравнения 
окружностей: 
 
Теперь выясним порядок обхода области. Луч радара входит в область через 
окружность  и выходит из неё через окружность  (красная 
стрелка), при этом он осуществляет поворот от полярной оси  до угла 
 (зелёная стрелка). 
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Напомню также, что «альфа» и «бета» - это не просто формальные значения 
углов: полярное уравнение  непосредственно задаёт полярную ось 
(положительное направление оси абсцисс), а уравнение  - луч, исходящий 
из полюса и совпадающий с верхней частью прямой . 
Примечание: если рассматривать обобщенные полярные координаты, то 
уравнение  определяет полярную ось и её продолжение (всю ось абсцисс), а 
уравнение  - всю прямую  
В рассматриваемой задаче дана «хорошая» прямая  и значение угла 
 понятно «с ходу». Как найти угол в общем случае? Из материалов статьи 
Прямая на плоскости вспоминаем, что угловой коэффициент прямой  
равен тангенсу угла наклона данной прямой к положительному направлению оси 
абсцисс: . В данном случае , откуда следует, что  (если 
тяжко с числами - тригонометрические таблицы в помощь). 
Возвращаемся к решению. По результатам «сканирования» области мы 
выяснили, что на промежутке  полярный радиус изменяется в пределах 
. 
Перейдём к повторным интегралам: 
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Ответ:  
Прикинув по чертежу количество клеточек, приходим к выводу, что 
полученный результат вполне и вполне правдоподобен. 
Пример 5 
Вычислить двойной интеграл  
Решение: определённый интеграл  задаёт площадь области 
интегрирования.  
В чём заключается особенность этого задания? Прежде всего, бросается в 
глаза, что область «дэ» ограничена единственной кривой, и по характерным 
признакам - это какая-то алгебраическая линия 4-го порядка. Основная проблема 
у нас с чертежом. Конечно, можно погрузиться в справочники, но на это нет ни 
времени, ни особого желания. Поэтому мы попытаемся ограничиться общим 
анализом и обойтись совсем без чертежа. 
Можно ли обойтись без чертежа? 
Если условие задачи его не требует - то можно. Правда, область 
интегрирования всё равно придётся представить мысленно.  
Поскольку область интегрирования, как правило, ограничена, то уравнение 
 задаёт либо единственную замкнутую кривую, либо несколько 
ограниченных областей - что-то наподобие лепестков полярной розы. Ситуацию 
помогла бы прояснить область определения функции, но её нахождение тоже 
затруднено ввиду навороченности уравнения. 
Что делать? Подумать о возможности использования полярной системы 
координат. Причём подумать самостоятельно - условие нам совершенно не 
намекает на способ решения. Поскольку в уравнении присутствуют знакомые 
«икс квадрат» и «игрек квадрат», то применение полярных координат 
действительно выглядит перспективно. По формулам перехода 
: 
 
Вот и первое достижение - удалось понизить степень. С извлечением корня 
никаких шероховатостей, полярный радиус неотрицателен, параметр , 
косинус в знаменателе - в чётной степени: 
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Теперь займёмся областью определения. Поскольку тригонометрические 
функции периодичны, то нас интересует промежуток , или, что то же 
самое . 
Знаменатель не может равняться нулю, поэтому . 
Кроме того, подкоренное выражение должно быть неотрицательным: 
. Сведём данное условие к простейшему тригонометрическому 




Я неоднократно ратовал за графическое решение подобных неравенств, но 
раз уж решили обойтись без чертежей, давайте вытащим из школьного учебника 
известную формулу. Решением неравенства , где , является 
следующее множество промежутков: 
, где  (любое целое число). 
В нашем случае: 
 
Разделим все части неравенства на 2: 
 
В «сферу наших интересов» входят следующие значения «ка»: 
 
В результате, область определения полярной функции 
: 
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Два нижних значения не вошли в найденные выше промежутки, что 
избавляет нас от дополнительных хлопот. На отрезках  
расположены две одинаковые (в силу периодичности  и ) кривые, и 
график функции , судя по всему, представляет собой что-то вроде 
двух одинаковых лепестков, как, собственно, и предполагалось. 
Таким образом, достаточно рассмотреть промежуток , а результат 
удвоить. Луч радара, исходя из полюса , сразу попадает в область 
интегрирования и выходит из неё через границу «лепестка» 
; при этом он осуществляет поворот от значения 
 до . 
Переход к повторным интегралам, думаю, всем понятен: 
 
1) Понеслась нелёгкая: 
 
2) Подставляем результат предыдущего пункта во внешний интеграл, не 
забывая про «двойку» перед ним (удвоение «лепестка»): 
 
На первом шаге удвоили интеграл от чётной функции по симметричному 
относительно нуля отрезку. Чтобы «не таскать всё за собой», подынтегральную 
функцию удобно преобразовать отдельно. Приведём её к пригодному (и 
выгодному!) для интегрирования виду: 
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Если где-то возникли непонятки, посмотрите тригонометрические 
формулы. А если появились вопросы по самим принципам решения подобных 
интегралов, пожалуйста, посетите уроки Интегралы от тригонометрических 




Именно так. Не забываем, что в условии не спрашивалось о площадях и 
квадратных единицах. Однако после того как я нашёл в своих закромах этот 
трудный пример и включил его в содержание статьи, мне стало жутко интересно, 
так как же всё-таки выглядит график функции , и не допущена ли 
ошибка в вычислениях. Придав параметру значение , я изобразил график 
функции  с помощью своего графопостроителя (см. 
Математические формулы и таблицы), и полученное значение площади 
 оказалось очень похоже на правду.  
Получился такой увлекательный разбор решения, что на этом фоне как-то 
затерялся тот момент, что в двойном интеграле  может оказаться 
«настоящая» функция  с «живым» «иксом» и/или «игреком»: 
Пример 6 
Вычислить двойной интеграл, используя полярные координаты 
"Science and Education" Scientific Journal August 2021 / Volume 2 Issue 8
www.openscience.uz 106
 
Решение: область интегрирования здесь очень простая - это часть кольца 
между концентрическими окружностями , которая 
располагается в четвёртой координатной четверти (о чём нам сообщают 
неравенства ). И коль скоро так всё просто, можно сразу заняться 
переходом к полярной системе координат по формулам . 
Найдём уравнения окружностей: 
 
И выполним чертёж: 
 
Порядок обхода области предельно понятен: 
 
Можно было взять промежуток , но работать с табличным 
значением  гораздо привычнее. 
 
Отличие от предыдущих примеров состоит в дополнительном шаге - 
преобразовании подынтегральной функции . Используем те же 
стандартные формулы перехода . Если совсем просто, то в 
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После подстановки максимально упрощаем выражение, но здесь этого 
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